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SECOND	  ORDER	  CIRCUITS	  
Second	  order	  Circuits	  
•  We’ve	  covered	  ﬁrst-­‐order	  circuits,	  which	  have	  a	  
single	  storage	  element	  (C	  or	  L)	  
•  Now	  we’ll	  look	  at	  circuits	  containing	  two	  storage	  
elements.	  These	  are	  known	  as	  second-­‐order	  circuits	  
because	  their	  responses	  are	  described	  by	  2nd-­‐order	  
diﬀerenLal	  equaLons.	  
•  They	  can	  be	  RLC,	  RL,	  or	  RC	  circuits	  -­‐	  The	  two	  storage	  
elements	  of	  a	  second	  order	  circuit	  can	  be	  of	  the	  
same	  or	  diﬀerent	  type,	  provided	  elements	  of	  the	  
same	  type	  cannot	  be	  represented	  by	  an	  equivalent	  
single	  element.	  An	  op	  amp	  circuit	  with	  two	  storage	  
elements	  may	  also	  be	  a	  second-­‐order	  circuit.	  As	  
with	  1st-­‐order	  circuits,	  a	  2nd-­‐order	  circuit	  may	  
contain	  several	  resistors	  and	  dependent	  and	  
independent	  sources.	  
•  Like	  last	  lecture,	  we’ll	  cover	  source-­‐free	  circuits	  and	  their	  natural	  
responses,	  and	  then	  we’ll	  consider	  circuits	  excited	  by	  independent	  
sources,	  adding	  a	  forced	  response.	  
•  We	  begin	  with	  the	  tricky	  business	  of	  ﬁnding	  iniLal	  values.	  Because	  
we’re	  now	  dealing	  with	  2nd	  order	  linear	  DEs,	  we	  need	  to	  know	  the	  
iniLal	  values	  of	  not	  only	  the	  inductor	  current	  i	  and/or	  capacitor	  
voltage	  v	  but	  also	  their	  ﬁrst	  derivaLves	  di/dt,	  dv/dt.	  
•  So	  how	  do	  we	  ﬁnd 	   	   	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ?	  
•  There	  are	  two	  key	  points	  to	  keep	  in	  mind:	  
First—as	  always	  in	  circuit	  analysis—we	  must	  carefully	  handle	  the	  polarity	  
of	  voltage	  v(t)	  across	  the	  capacitor	  and	  the	  direcLon	  of	  the	  current	  i(t)	  
through	  the	  inductor.	  Remember	  v	  and	  i	  are	  deﬁned	  strictly	  according	  to	  
the	  passive	  sign	  convenLon	  –	  make	  sure	  to	  observe	  how	  these	  are	  
deﬁned	  and	  apply	  them	  accordingly.	  
Finding	  IniLal	  and	  Final	  Values	  
Second,	  the	  capacitor	  voltage	  is	  always	  conLnuous	  so	  that	  
	  
and	  the	  inductor	  current	  is	  always	  conLnuous	  so	  that	  
	  
	  
•  where	  t	  =	  0−	  denotes	  the	  Lme	  just	  before	  a	  switching	  event	  and	  t	  =	  0+	  
is	  the	  Lme	  just	  a`er	  the	  switching	  event,	  assuming	  that	  the	  switching	  
event	  takes	  place	  at	  t	  =	  0.	  
•  Thus,	  in	  ﬁnding	  iniLal	  condiLons,	  we	  ﬁrst	  focus	  on	  those	  variables	  that	  
cannot	  change	  abruptly,	  capacitor	  voltage	  and	  inductor	  current,	  by	  
applying	  the	  above	  equaLons.	  The	  following	  examples	  illustrate	  these	  
ideas.	  
Finding	  IniLal	  and	  Final	  Values	  
Example	  
The	  switch	  has	  been	  closed	  for	  a	  long	  Lme.	  	  
It	  is	  open	  at	  t	  =	  0.	  Find:	  (a)	  i(0+),	  v(0+),	  	  
(b)	  di(0+)dt	  ,	  dv(0+)/dt	  ,	  (c)	  i(∞),	  v(∞).	  
Solu/on:	  
(a)	  If	  the	  switch	  is	  closed	  a	  long	  Lme	  before	  t	  =	  
0,	  it	  means	  that	  the	  circuit	  has	  reached	  dc	  
steady	  state	  at	  t	  =	  0.	  At	  dc	  steady	  state,	  the	  
inductor	  acts	  like	  a	  short	  circuit,	  while	  the	  
capacitor	  acts	  like	  an	  open	  circuit,	  so	  we	  
have	  the	  circuit	  in	  (a)	  at	  t	  =	  0−.	  Thus,	  
(a)	  
As	  the	  inductor	  current	  and	  the	  capacitor	  voltage	  cannot	  change	  abruptly,	  
(b)	  At	  t	  =	  0+,	  the	  switch	  is	  open;	  the	  equivalent	  circuit	  is	  
as	  shown	  in	  (b).	  The	  same	  current	  ﬂows	  through	  both	  
the	  inductor	  and	  capacitor.	  Hence,	  
(b)	  
Similarly,	  since	  L	  di/dt	  =	  vL,	  di/dt	  =	  vL/L.	  We	  now	  obtain	  vL	  by	  applying	  KVL	  to	  
the	  loop	  in	  (b)	  
or	  
Thus	  
(c)	  For	  t	  >	  0,	  the	  circuit	  undergoes	  transience.	  But	  as	  t	  
→∞,	  the	  circuit	  reaches	  steady	  state	  again.	  The	  
inductor	  acts	  like	  a	  short	  circuit	  and	  the	  capacitor	  like	  
an	  open	  circuit,	  so	  that	  the	  circuit	  becomes	  that	  





(a)	  For	  t	  <	  0,	  3u(t)	  =	  0.	  At	  t	  =	  0−,	  since	  the	  
circuit	  has	  reached	  steady	  state,	  the	  
inductor	  can	  be	  replaced	  by	  a	  short	  
circuit,	  while	  the	  capacitor	  is	  replaced	  by	  
an	  open	  circuit	  as	  shown	  in	  (a).	  From	  this	  
ﬁgure	  we	  obtain	  
(a)	  
Although	  the	  derivaLves	  of	  these	  quanLLes	  at	  t	  =	  0−	  are	  not	  required,	  it	  is	  
evident	  that	  they	  are	  all	  zero,	  since	  the	  circuit	  has	  reached	  steady	  state	  and	  
nothing	  changes.	  
For	  t	  >	  0,	  3u(t)	  =	  3,	  so	  that	  the	  circuit	  is	  now	  equivalent	  to	  that	  in	  (b).	  Since	  
the	  inductor	  current	  and	  capacitor	  voltage	  cannot	  change	  abruptly,	  
(b)	  
Although	  the	  voltage	  across	  the	  4-­‐	  
resistor	  is	  not	  required,	  we	  will	  use	  
it	  to	  apply	  KVL	  and	  KCL;	  let	  it	  be	  
called	  vo.	  Applying	  KCL	  at	  node	  a	  
in	  (b)	  gives	  
Applying	  KVL	  to	  the	  middle	  mesh	  in	  (b)	  yields	  
Since	  vC(0+)	  =	  −20	  V,	  this	  implies	  	  
*	  
**	  
From	  *	  and	  **	  we	  get	  
(b)	  Since	  L	  diL/dt	  =	  vL,	  
	  












To	  get	  dvR(0+)/dt	  ,	  we	  apply	  KCL	  to	  node	  a	  and	  obtain	  
	  
Taking	  the	  derivaLve	  of	  each	  term	  and	  selng	  t	  =	  0+	  gives	  
	  
	  
We	  also	  apply	  KVL	  to	  the	  middle	  mesh	  in	  (b)	  and	  obtain	  
	  
(***)	  
Again,	  taking	  the	  derivaLve	  of	  each	  term	  and	  selng	  t	  =	  0+	  yields	  
	  
	  




***	  and	  ****	  give	  
	  




(c)	  As	  t	  →∞,	  the	  circuit	  reaches	  steady	  state.	  We	  have	  the	  equivalent	  circuit	  in	  




The	  source-­‐free	  series	  RLC	  circuit	  
•  An	  understanding	  of	  the	  natural	  response	  of	  the	  series	  RLC	  circuit	  is	  a	  
necessary	  background	  for	  future	  studies	  in	  ﬁlter	  design	  and	  
communicaLons	  networks.	  
•  Consider	  the	  series	  RLC	  circuit	  shown.	  The	  circuit	  is	  being	  excited	  by	  the	  
energy	  iniLally	  stored	  in	  the	  capacitor	  and	  inductor.	  
•  The	  energy	  is	  represented	  by	  the	  iniLal	  capacitor	  voltage	  V0	  and	  iniLal	  
inductor	  current	  I0.	  Thus,	  at	  t	  =	  0,	  
•  Applying	  KVL	  around	  the	  loop:	  




•  Recall	  from	  Math	  that	  to	  solve	  a	  2nd	  order	  linear	  ordinary	  diﬀerenLal	  
equaLon,	  we	  need	  2	  iniLal	  condiLons	  –	  in	  this	  case,	  i(0+)	  and	  di/dt(0+)	  –	  
and	  we	  can	  write	  the	  general	  soluLon	  as	  a	  linear	  combinaLon	  of	  two	  
linearly	  independent	  soluLons	  f1	  and	  f2:	  
•  First	  we	  get	  the	  iniLal	  condiLons.	  	  
•  We	  already	  know	  	  
•  We	  can	  use	  KVL	  to	  get	  the	  iniLal	  value	  of	  di/dt.	  
•  Once	  we	  solve	  Eqn	  (8.2)	  we	  can	  apply	  these	  iniLal	  condiLons	  to	  ﬁgure	  out	  
the	  two	  constants	  A1	  and	  A2.	  
•  Write	  eqn	  8.2	  as	  
•  The	  roots	  of	  the	  characterisLc	  polynomial	  are	  	  










•  The	  roots	  s1	  and	  s2	  are	  called	  natural	  frequencies,	  measured	  in	  nepers	  per	  second	  (Np/
s),	  because	  they	  are	  associated	  with	  the	  natural	  response	  of	  the	  circuit;	  ω0	  is	  known	  as	  
the	  resonant	  frequency	  or	  strictly	  as	  the	  undamped	  natural	  frequency,	  expressed	  in	  
radians	  per	  second	  (rad/s);	  and	  α	  is	  the	  neper	  frequency	  or	  the	  damping	  factor,	  
expressed	  in	  Np/s.	  
•  Depending	  on	  the	  relaLve	  size	  of	  α	  and	  ωo,	  s1	  and	  s2	  can	  have	  1)	  real	  &	  disLnct,	  2)	  real	  
and	  the	  same	  or	  3)	  complex	  conjugate	  roots...	  
Overdamped	  Case	  (α	  >	  ω0)	  
α	  >	  ω0	  when	  C	  >	  4L/R2.	  When	  this	  happens,	  both	  roots	  s1	  and	  s2	  are	  negaLve	  and	  real.	  The	  
response	  is	  
	  
Cri/cally	  Damped	  Case	  (α	  =	  ω0)	  
When	  α	  =	  ω0,	  C	  =	  4L/R2	  and	  
	  
In	  this	  case	  to	  get	  two	  linearly	  independent	  soluLons,	  one	  of	  them	  has	  to	  be	  mulLplied	  by	  a	  
linear	  term,	  and	  the	  response	  is	  
	  
Underdamped	  Case	  (α	  <	  ω0)	  
For	  α	  <	  ω0,	  C	  <	  4L/R2.	  The	  roots	  may	  be	  wrioen	  as	  
	  
	   	   	  	  	   	  	  	  	  	  
and	  the	  response	  is	  
with	  
Example	  solu/ons:	  




























2*exp(-­‐0.25*t)	  +	  1*exp(-­‐0.5*t)	  






•  In	  the	  underdamped	  case,	  ωd	  is	  called	  the	  damping	  frequency.	  Both	  ω0	  and	  
ωd	  are	  natural	  frequencies	  because	  they	  help	  determine	  the	  natural	  response;	  
while	  ω0	  is	  oFen	  called	  the	  undamped	  natural	  frequency,	  ωd	  is	  called	  the	  
damped	  natural	  frequency.	  Clearly	  the	  natural	  response	  for	  this	  case	  is	  
oscillatory	  in	  nature	  and	  exponenLally	  damped.	  It	  has	  a	  Lme	  constant	  of	  1/α	  
and	  a	  period	  of	  T	  =	  2π/ωd.	  	  
•  Once	  the	  inductor	  current	  i(t)	  is	  found	  for	  the	  RLC	  series	  circuit	  as	  shown	  
above,	  other	  circuit	  quanLLes	  such	  as	  individual	  element	  voltages	  can	  easily	  
be	  found.	  For	  example,	  the	  resistor	  voltage	  is	  vR	  =	  Ri,	  and	  the	  inductor	  voltage	  
is	  vL	  =	  L	  di/dt.	  The	  inductor	  current	  i(t)	  is	  selected	  as	  the	  key	  variable	  to	  be	  
determined	  ﬁrst	  because	  all	  elements	  share	  this	  same	  current	  since	  they	  are	  
in	  series,	  and	  due	  to	  the	  inductor,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  
•  The	  behavior	  of	  an	  RLC	  network	  is	  captured	  by	  the	  idea	  of	  damping,	  which	  is	  
the	  gradual	  loss	  of	  the	  iniLal	  stored	  energy,	  as	  evidenced	  by	  the	  conLnuous	  
decrease	  in	  the	  amplitude	  of	  the	  response.	  The	  damping	  eﬀect	  is	  due	  to	  the	  
presence	  of	  resistance	  R.	  The	  damping	  factor	  α	  determines	  the	  rate	  at	  which	  
the	  response	  is	  damped.	  If	  R	  =	  0,	  then	  α	  =	  0,	  and	  we	  have	  an	  LC	  circuit	  with	  1/
√LC	  as	  the	  undamped	  natural	  frequency.	  Since	  α	  <	  ω0	  in	  this	  case,	  the	  
response	  is	  not	  only	  undamped	  but	  also	  oscillatory.	  	  
Notes	  
•  The	  circuit	  in	  the	  case	  R=0	  is	  said	  to	  be	  lossless,	  because	  the	  dissipaLng	  or	  
damping	  element	  (R)	  is	  absent.	  By	  adjusLng	  the	  value	  of	  R,	  the	  response	  
may	  be	  made	  undamped,	  overdamped,	  criLcally	  damped,	  or	  
underdamped.	  
•  Oscillatory	  response	  is	  possible	  due	  to	  the	  presence	  of	  the	  two	  types	  of	  
storage	  elements.	  Having	  both	  L	  and	  C	  allows	  the	  ﬂow	  of	  energy	  back	  and	  
forth	  between	  the	  two.	  The	  damped	  oscillaLon	  exhibited	  by	  the	  
underdamped	  response	  is	  known	  as	  ringing.	  It	  stems	  from	  the	  ability	  of	  
the	  storage	  elements	  L	  and	  C	  to	  transfer	  energy	  back	  and	  forth	  between	  
them.	  
•  It’s	  usually	  diﬃcult	  to	  tell	  from	  the	  waveforms	  the	  diﬀerence	  between	  the	  
overdamped	  and	  criLcally	  damped	  responses.	  The	  criLcally	  damped	  case	  
is	  the	  borderline	  between	  the	  underdamped	  and	  overdamped	  cases	  and	  it	  
decays	  the	  fastest	  given	  the	  same	  iniLal	  condiLons.	  The	  overdamped	  case	  
has	  the	  longest	  seoling	  Lme,	  because	  it	  takes	  the	  longest	  Lme	  to	  dissipate	  
the	  iniLal	  stored	  energy.	  If	  we	  desire	  the	  fastest	  response	  without	  
oscillaLon	  or	  ringing,	  the	  criLcally	  damped	  circuit	  is	  the	  right	  choice.	  
Example	  
•  In	  the	  series	  RLC	  circuit	  R	  =	  40	  Ω,	  L	  =	  4	  H,	  and	  C	  =	  1/4	  F.	  Calculate	  the	  
characterisLc	  roots	  of	  the	  circuit.	  Is	  the	  natural	  response	  overdamped,	  
underdamped,	  or	  criLcally	  damped?	  
•  Solu/on:	  




S=-­‐α+-­‐(α2-­‐ωo2)1/2=-­‐1+-­‐(1-­‐100)1/2=-­‐1+-­‐9.95i	  à	  underdamped	  
Example	  
Find	  i(t).	  Assume	  that	  the	  circuit	  has	  reached	  
steady	  state	  at	  t	  =	  0−.	  
Solu/on:	  
For	  t	  <	  0,	  the	  switch	  is	  closed.	  The	  capacitor	  
acts	  like	  an	  open	  circuit	  while	  the	  inductor	  
acts	  like	  a	  shunted	  circuit.	  The	  equivalent	  
circuit	  is	  shown	  in	  (a).	  Thus,	  at	  t	  =	  0,	   where	  i(0)	  is	  the	  iniLal	  current	  
through	  the	  L	  and	  v(0)	  is	  the	  iniLal	  
voltage	  across	  the	  C.	  
(a)	   (b)	   For	  t	  >	  0,	  the	  switch	  is	  
opened	  and	  the	  voltage	  
source	  is	  disconnected.	  
The	  equivalent	  circuit	  is	  
shown	  in	  (b),	  which	  is	  a	  
source-­‐free	  series	  RLC	  
circuit.	  
NoLce	  that	  the	  3-­‐Ω	  and	  6-­‐Ω	  resistors,	  which	  are	  in	  series	  in	  the	  original	  circuit	  
when	  the	  switch	  is	  opened,	  have	  been	  combined	  to	  give	  R	  =	  9Ω	  	  in	  circuit	  (b).	  
The	  roots	  are	  calculated	  as	  follows:	  
⇒
Hence,	  the	  response	  is	  underdamped	  (α	  <	  ω0);	  that	  is,	  
We	  now	  obtain	  A1	  and	  A2	  using	  the	  iniLal	  condiLons.	  At	  t	  =	  0,	  
From	  eqn	  8.3	  
Note	  that	  v(0)	  =	  V0	  =	  −6	  V	  is	  used,	  because	  the	  polarity	  of	  v	  in	  (b)	  is	  opposite	  
that	  in	  the	  original	  RLC	  circuit	  from	  which	  we	  got	  eqn	  8.3.	  	  




The	  circuit	  has	  reached	  steady	  state	  at	  t	  =	  0−.	  
If	  the	  switch	  moves	  to	  posiLon	  b	  at	  t	  =	  0,	  
calculate	  i(t)	  for	  t	  >	  0.	  
The	  source-­‐free	  parallel	  RCL	  circuit	  
•  Parallel	  RLC	  circuits	  ﬁnd	  many	  pracLcal	  applicaLons,	  notably	  in	  
communicaLons	  networks	  and	  ﬁlter	  designs.	  
•  Consider	  the	  parallel	  RLC	  circuit	  shown.	  	  
•  Assume	  iniLal	  inductor	  current	  I0	  	  
and	  iniLal	  capacitor	  voltage	  V0,	  
Since	  the	  three	  elements	  are	  in	  parallel,	  they	  have	  the	  same	  voltage	  v	  across	  
them.	  According	  to	  passive	  sign	  convenLon,	  the	  current	  is	  entering	  each	  
element;	  that	  is,	  the	  current	  through	  each	  element	  is	  leaving	  the	  top	  node.	  Thus,	  
applying	  KCL	  at	  the	  top	  node	  gives	  
Taking	  the	  derivaLve	  with	  respect	  to	  t	  and	  dividing	  by	  C	  results	  in	  
We	  obtain	  the	  characterisLc	  equaLon	  by	  replacing	  the	  ﬁrst	  derivaLve	  by	  s	  and	  
the	  second	  derivaLve	  by	  s2.	  By	  following	  the	  same	  reasoning	  used	  for	  the	  RLC	  
circuit,	  the	  characterisLc	  equaLon	  is	  obtained	  as	  
whose	  roots	  are	  
or	  
where	  
Again	  we	  get	  the	  three	  cases,	  depending	  on	  the	  relaLve	  size	  of	  α	  and	  ω0:	  
Overdamped	  Case	  (α	  >	  ω0):	  
Cri/cally	  Damped	  Case	  (α	  =	  ω0):	  




The	  constants	  A1	  and	  A2	  in	  each	  case	  can	  be	  determined	  from	  the	  iniLal	  
condiLons.	  We	  need	  v(0)	  and	  dv(0)/dt	  .	  The	  ﬁrst	  term	  is	  known.	  We	  ﬁnd	  the	  
second	  term	  from	  KCL	  at	  t=0:	  
or	  
The	  voltage	  waveforms	  are	  similar	  to	  those	  for	  the	  series	  RLC	  circuit	  and	  will	  
depend	  on	  whether	  the	  circuit	  is	  overdamped,	  underdamped,	  or	  criLcally	  damped.	  
Having	  found	  the	  capacitor	  voltage	  v(t)	  for	  the	  parallel	  RLC	  circuit	  as	  shown	  above,	  
we	  can	  readily	  obtain	  other	  circuit	  quanLLes	  such	  as	  individual	  element	  currents.	  
For	  example,	  the	  resistor	  current	  is	  iR	  =	  v/R	  and	  the	  capacitor	  current	  is	  iC	  =	  C	  dv/dt.	  
We	  have	  selected	  the	  capacitor	  voltage	  v(t)	  as	  the	  key	  variable	  to	  be	  determined	  
ﬁrst	  because	  it	  is	  shared	  by	  all	  elements	  in	  parallel,	  and	  in	  order	  to	  take	  advantage	  
of	  	  	  
	  
NoLce	  that	  we	  ﬁrst	  found	  the	  inductor	  current	  i(t)	  for	  the	  RLC	  series	  circuit,	  whereas	  
we	  ﬁrst	  found	  the	  capacitor	  voltage	  v(t)	  for	  the	  parallel	  RLC	  circuit.	  
Example	  
In	  the	  parallel	  RLC	  circuit,	  ﬁnd	  v(t)	  for	  t	  >	  0,	  assuming	  v(0)	  =5	  V,	  i(0)	  =	  0,	  L	  =	  1	  H,	  
and	  C	  =	  10	  mF.	  Consider	  these	  cases:	  R	  =	  1.923	  Ω,	  R	  =	  5	  Ω,	  and	  R	  =	  6.25	  Ω.	  
Solu/on:	  












Solving	  simultaneous	  equaLons	  for	  the	  constants	  we	  get	  
So	  
When	  R	  =	  5	  Ω,	  
while	  ω0	  =	  10	  remains	  the	  same.	  Since	  α	  =	  ω0	  =	  10,	  the	  response	  is	  criLcally	  
damped.	  Hence,	  s1	  =	  s2	  =	  −10,	  and	  
,	  
21 502260 AA −−=−
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Try	  the	  case	  of	  R	  =	  6.25Ω...
Example	  
The	  direcLon	  of	  i	  is	  as	  indicated	  in	  the	  ﬁgure	  to	  conform	  with	  the	  direcLon	  of	  
I0	  in	  our	  original	  parallel	  RLC	  cct,	  which	  is	  in	  agreement	  with	  the	  convenLon	  
that	  current	  ﬂows	  into	  the	  posiLve	  terminal	  of	  an	  inductor.	  We	  need	  to	  
express	  this	  in	  terms	  of	  dv/dt	  ,	  since	  we	  are	  looking	  for	  v.	  
When	  t	  >	  0,	  the	  switch	  is	  closed.	  The	  voltage	  source	  along	  with	  the	  30-­‐Ω	  
resistor	  is	  separated	  from	  the	  rest	  of	  the	  circuit.	  The	  parallel	  RLC	  circuit	  acts	  







Next,	  we	  determine	  the	  roots	  of	  the	  characterisLc	  equaLon:	  
⇒
Since	  α	  >	  ω0,	  we	  have	  the	  overdamped	  response	  
We	  impose	  the	  iniLal	  condiLons:	  
Taking	  the	  derivaLve	  v(t)...	  
Solve	  simult	  eqns:	  
Complete	  SoluLon	  
PRACTICE	  
Step	  response	  of	  a	  Series	  RLC	  circuit	  
As	  we	  learned	  last	  lecture,	  the	  step	  response	  is	  obtained	  by	  the	  sudden	  
applicaLon	  of	  a	  dc	  source.	  Consider	  the	  series	  RLC	  circuit	  shown.	  
Applying	  KVL	  around	  the	  loop	  for	  t	  >	  0,	  
But	  
SubsLtuLng	  for	  i	  and	  rearranging:	  
which	  has	  the	  same	  form	  as	  Eq.	  (8.2).	  More	  speciﬁcally,	  the	  coeﬃcients	  are	  the	  
same	  (and	  that	  is	  important	  in	  determining	  the	  frequency	  parameters)	  but	  the	  
variable	  is	  diﬀerent.	  Hence,	  the	  characterisLc	  equaLon	  for	  the	  series	  RLC	  circuit	  is	  
not	  aﬀected	  by	  the	  presence	  of	  the	  dc	  source.	  
The	  soluLon	  to	  eqn	  8.4	  has	  two	  components:	  the	  natural	  response	  vn(t)	  and	  the	  
forced	  response	  vf	  (t);	  that	  is,	  
(8.4)	  
The	  natural	  response	  is	  the	  soluLon	  when	  we	  set	  Vs	  =	  0	  in	  Eq.	  8.4	  and	  is	  the	  
same	  as	  the	  one	  obtained	  in	  the	  source-­‐free	  version.	  The	  natural	  response	  vn	  
for	  the	  overdamped,	  underdamped,	  and	  criLcally	  damped	  cases	  are:	  
The	  forced	  response	  is	  the	  steady	  state	  or	  ﬁnal	  value	  of	  v(t).	  Applying	  
eventual	  dc	  condiLons	  to	  our	  circuit,	  the	  ﬁnal	  value	  of	  the	  capacitor	  
voltage	  is	  the	  same	  as	  the	  source	  voltage	  Vs	  .	  Hence,	  
Thus,	  the	  complete	  soluLons	  for	  the	  overdamped,	  underdamped,	  and	  
criLcally	  damped	  cases	  are:	  
(8.5)	  
(8.6)	  
The	  values	  of	  the	  constants	  A1	  and	  A2	  are	  obtained	  from	  the	  iniLal	  condiLons:	  
v(0+)	  and	  dv(0+)/dt	  .	  Keep	  in	  mind	  that	  v	  and	  i	  are,	  respecLvely,	  the	  voltage	  across	  
the	  capacitor	  and	  the	  current	  through	  the	  inductor.	  Therefore,	  our	  complete	  
soluLon	  only	  applies	  for	  ﬁnding	  v.	  But	  once	  the	  capacitor	  voltage	  vC	  =	  v	  is	  known,	  
we	  can	  determine	  i	  =	  C	  dv/dt,	  which	  is	  the	  same	  current	  through	  the	  capacitor,	  
inductor,	  and	  resistor.	  Hence,	  the	  voltage	  across	  the	  resistor	  is	  vR	  =	  iR,	  while	  the	  
inductor	  voltage	  is	  vL	  =	  L	  di/dt.	  
AlternaLvely,	  the	  complete	  response	  for	  any	  variable	  x(t)	  can	  be	  found	  directly,	  
because	  it	  has	  the	  general	  form	  
	  
	  
where	  the	  xf	  =	  x(∞)	  is	  the	  ﬁnal	  value	  and	  xn(t)	  is	  the	  natural	  response.	  
The	  ﬁnal	  value	  is	  found	  using	  the	  methods	  from	  the	  beginning	  of	  the	  lecture.	  The	  
natural	  response	  has	  the	  same	  form	  as	  in	  Eq.	  (8.5),	  and	  the	  associated	  constants	  
are	  determined	  from	  Eq.	  (8.6)	  based	  on	  the	  values	  of	  x(0+)	  and	  dx(0+)/dt	  .	  
Example	  
Find	  v(t)	  and	  i(t)	  for	  t	  >	  0.	  Consider	  these	  cases:	  R	  =	  5	  Ω,	  R	  =	  4	  Ω,	  and	  R	  =	  1	  Ω.	  
Solu/on:	  
R	  =	  5	  Ω.	  For	  t	  <	  0,	  the	  switch	  is	  closed.	  The	  
capacitor	  behaves	  like	  an	  open	  circuit	  while	  
the	  inductor	  acts	  like	  a	  short	  circuit.	  
The	  iniLal	  current	  through	  the	  inductor	  is	  
and	  the	  iniLal	  voltage	  across	  the	  capacitor	  is	  the	  same	  as	  the	  voltage	  across	  the	  
1-­‐Ω	  resistor;	  that	  is,	  
For	  t	  >	  0,	  the	  switch	  is	  opened,	  so	  that	  we	  have	  the	  1-­‐Ω	  resistor	  disconnected.	  
What	  remains	  is	  the	  series	  RLC	  circuit	  with	  the	  voltage	  source.	  The	  characterisLc	  
roots	  are	  determined	  as	  follows.	  
0.25F	  
Since	  α	  >	  ω0	  ,	  we	  have	  the	  overdamped	  natural	  response.	  The	  total	  
response	  is	  therefore	  
where	  vf	  is	  the	  forced	  or	  steady-­‐state	  response.	  It	  is	  the	  ﬁnal	  value	  of	  the	  capacitor	  
voltage.	  vf	  =	  24	  V.	  Thus,	  
We	  now	  need	  to	  ﬁnd	  A1	  and	  A2	  using	  the	  iniLal	  condiLons.	  
The	  current	  through	  the	  inductor	  cannot	  change	  abruptly	  and	  is	  the	  same	  current	  
through	  the	  capacitor	  at	  t	  =	  0+	  because	  the	  inductor	  and	  capacitor	  are	  now	  in	  
series.	  Hence,	  
Before	  we	  use	  this	  condiLon,	  we	  need	  to	  take	  the	  derivaLve	  of	  v	  





C =16 V / s
dv
dt (0) =16 = −A1 − 4A2
Since	  the	  inductor	  and	  capacitor	  are	  in	  series	  for	  t	  >	  0,	  the	  inductor	  current	  is	  
the	  same	  as	  the	  capacitor	  current.	  Hence,	  
using	  *	  
Note	  that	  i(0)	  =	  4	  A,	  as	  expected.	  
Case	  2:	  When	  R	  =	  4	  Ω.	  Again,	  the	  iniLal	  current	  through	  the	  inductor	  is	  	  
and	  the	  iniLal	  capacitor	  voltage	  is	  
For	  the	  characterisLc	  roots,	  
	  
while	  ω0	  =	  2	  remains	  the	  same.	  In	  this	  case,	  s1	  =	  s2	  =	  −α	  =	  −2,	  and	  we	  have	  the	  
criLcally	  damped	  natural	  response.	  The	  total	  response	  is	  therefore	  
	  
and,	  as	  vf	  =	  24	  V,	  
i(0) = 244+1 = 4.8A
v(0) =1i(0) = 4.8V
The	  inductor	  current	  is	  the	  same	  as	  the	  capacitor	  current,	  that	  is,	  
	  
	  
Using	  above	  expression	  for	  dv/dt,	  
	  
	  
Note	  that	  i(0)	  =	  4.8	  A,	  as	  expected.	  
To	  ﬁnd	  A1	  and	  A2,	  we	  use	  the	  iniLal	  condiLons.	  We	  write	  
	  
	  
Since	  i(0)	  =	  C	  dv(0)/dt	  =	  4.8	  or	  
A1	  =	  −19.2	  and	  A2	  =	  -­‐19.2.	  Thus,	  




C =19.2 V / s
dv
dt (0) =19.2 = −2A1 + A2
v(t) = 24+ (−19.2−19.2t)e−2t  V
i(t) = (4.8+ 9.6t)e−2t  A
Case	  3:	  When	  R	  =	  1	  Ω.	  The	  iniLal	  inductor	  current	  is	  
	  
and	  the	  iniLal	  voltage	  across	  the	  capacitor	  is	  the	  same	  as	  the	  voltage	  
across	  the	  1-­‐	  resistor,	  
	  
	  
Since	  α	  =	  0.5	  <	  ω0	  =	  2,	  we	  have	  the	  underdamped	  response	  
	  
	  
The	  total	  response	  is	  therefore	  
	  
We	  now	  determine	  A1	  and	  A2.	  We	  write	  
	  







C = 48 V / s
dv
dt (0) = 48 = (−0+1.936A2 )− 0.5(A1 + 0)
SubsLtuLng	  A1	  =	  −12	  gives	  A2	  =	  21.694,	  and	  total	  response	  becomes	  
	  
The	  inductor	  current	  is	  
	  
Note	  that	  i(0)	  =	  12	  A,	  as	  expected.	  
Here	  is	  a	  plot	  of	  the	  three	  cases:	  
	  
(observe	  that	  the	  criLcally	  damped	  
response	  approaches	  the	  step	  
input	  of	  24	  V	  the	  fastest.)	  
v(t) = 24+ (21.694sin1.936t −12cos1.936t)e−0.5t  V
PracLce	  problem	  
Step	  response	  of	  a	  Parallel	  RLC	  circuit	  
•  Consider	  the	  parallel	  RLC	  circuit	  shown.	  We	  want	  to	  ﬁnd	  i	  due	  to	  a	  sudden	  
applicaLon	  of	  a	  dc	  current.	  	  
•  Applying	  KCL	  at	  the	  top	  node	  for	  	  




SubsLtuLng	  for	  v	  and	  dividing	  by	  LC	  we	  get	  
	  
The	  complete	  response	  consists	  of	  the	  natural	  response	  in(t)	  and	  the	  forced	  
response	  if(t),	  i.e.,	  
The	  natural	  response	  is	  the	  same	  as	  the	  source-­‐free	  version.	  The	  forced	  
response	  is	  the	  steady	  state	  or	  ﬁnal	  value	  of	  i.	  In	  the	  circuit	  above,	  the	  ﬁnal	  
value	  of	  the	  current	  through	  the	  inductor	  is	  the	  same	  as	  the	  source	  current	  Is	  .	  
•  The	  constants	  A1	  and	  A2	  in	  each	  case	  can	  be	  determined	  from	  the	  iniLal	  
condiLons	  for	  i	  and	  di/dt	  .	  Again,	  we	  should	  keep	  in	  mind	  that	  these	  
equaLons	  only	  apply	  for	  ﬁnding	  the	  inductor	  current	  i.	  But	  once	  the	  
inductor	  current	  iL	  =	  i	  is	  known,	  we	  can	  ﬁnd	  v	  =	  L	  di/dt,	  which	  is	  the	  same	  
voltage	  across	  inductor,	  capacitor,	  and	  resistor.	  Hence,	  the	  current	  
through	  the	  resistor	  is	  iR	  =	  v/R,	  while	  the	  capacitor	  current	  is	  iC	  =	  C	  dv/dt.	  
AlternaLvely,	  the	  complete	  response	  for	  any	  variable	  x(t)	  may	  be	  found	  
directly,	  using	  
•  where	  xf	  and	  xn	  are	  its	  ﬁnal	  value	  and	  natural	  response,	  respecLvely.	  
Thus,	  
Example	  
ﬁnd	  i(t)	  and	  iR(t)	  for	  t>0	  
Solu/on:	  
For	  t	  <	  0,	  the	  switch	  is	  
open,	  and	  the	  circuit	  is	  
parLLoned	  into	  two	  
independent	  subcircuits.	  	  
The	  4-­‐A	  current	  ﬂows	  through	  the	  inductor,	  so	  that	  
Since	  30u(−t)	  =	  30	  when	  t	  <	  0	  and	  0	  when	  t	  >	  0,	  the	  voltage	  source	  is	  operaLve	  for	  
t	  <	  0	  under	  consideraLon.	  The	  capacitor	  acts	  like	  an	  open	  circuit	  and	  the	  voltage	  
across	  it	  is	  the	  same	  as	  the	  voltage	  across	  the	  20-­‐Ω	  resistor	  connected	  in	  parallel	  




For	  t	  >	  0,	  the	  switch	  is	  closed,	  and	  we	  have	  a	  parallel	  RLC	  circuit	  with	  a	  current	  
source.	  The	  voltage	  source	  is	  oﬀ	  or	  short-­‐circuited.	  The	  two	  20-­‐Ω	  resistors	  are	  
now	  in	  parallel.	  They	  are	  combined	  to	  give	  R	  =20	  ||	  20	  =	  10	  Ω.	  
The	  characterisLc	  roots	  are	  determined	  as	  follows:	  
or	  
Since	  α	  >	  ω0,	  we	  have	  the	  overdamped	  case.	  Hence,	  
	  
	  
where	  Is	  =	  4	  is	  the	  ﬁnal	  value	  of	  i(t).	  We	  now	  use	  the	  iniLal	  condiLons	  to	  
determine	  A1	  and	  A2.	  At	  t	  =	  0,	  
	  
	  
Taking	  the	  derivaLve	  of	  i(t)	  
	  
so	  that	  at	  t	  =	  0,	  
But	  
SubsLtuLng	  this	  into	  last	  equaLon	  and	  using	  A2	  =	  -­‐A1,	  we	  get	  
Thus,	  A1	  =	  −0.0655	  and	  A2	  =	  0.0655.	  This	  means	  the	  complete	  soluLon	  is	  
PracLce	  problem	  
General	  second-­‐order	  Circuits	  
•  Now	  that	  we	  have	  mastered	  series	  and	  parallel	  RLC	  circuits,	  we	  are	  
prepared	  to	  apply	  the	  ideas	  to	  any	  second-­‐order	  circuit.	  Although	  the	  
series	  and	  parallel	  RLC	  circuits	  are	  the	  second-­‐order	  circuits	  of	  greatest	  
interest,	  other	  second-­‐order	  circuits	  including	  op	  amps	  are	  also	  useful.	  
•  Given	  a	  second-­‐order	  circuit,	  we	  determine	  its	  step	  response	  x(t)	  (which	  
may	  be	  voltage	  or	  current)	  by	  taking	  the	  following	  four	  steps:	  
1.	  We	  ﬁrst	  determine	  the	  iniLal	  condiLons	  x(0+)	  and	  dx(0+)/dt	  and	  the	  ﬁnal	  
value	  x(∞)	  in	  the	  way	  we’ve	  learned.	  
2.	  We	  ﬁnd	  the	  natural	  response	  xn(t)	  by	  turning	  oﬀ	  independent	  sources	  and	  
applying	  KCL	  and	  KVL.	  Once	  a	  second-­‐order	  diﬀerenLal	  equaLon	  is	  obtained,	  
we	  determine	  its	  characterisLc	  roots.	  Depending	  on	  whether	  the	  response	  is	  
overdamped,	  criLcally	  damped,	  or	  underdamped,	  we	  obtain	  xn(t)	  with	  two	  
unknown	  constants	  as	  we	  did	  in	  the	  previous	  secLons.	  
3.	  We	  obtain	  the	  forced	  response	  as	   	   	  where	  x(∞)	  is	  the	  ﬁnal	  
value	  of	  x,	  obtained	  in	  step	  1.	  
4.	  The	  total	  response	  is	  now	  found	  as	  the	  sum	  of	  the	  natural	  response	  and	  
forced	  response	  
	  
We	  ﬁnally	  determine	  the	  constants	  associated	  with	  the	  natural	  response	  by	  
imposing	  the	  iniLal	  condiLons	  x(0+)	  and	  dx(0+)/dt	  ,	  determined	  in	  step	  1.	  
•  We	  can	  apply	  this	  general	  procedure	  to	  ﬁnd	  the	  step	  response	  of	  any	  
second-­‐order	  circuit,	  including	  those	  with	  op	  amps.	  The	  following	  
examples	  illustrate	  the	  four	  steps.	  
Example	  
Find	  the	  complete	  response	  v	  and	  then	  i	  for	  	  	  
t	  >	  0	  
	  
Solu/on:	  
We	  ﬁrst	  ﬁnd	  the	  iniLal	  and	  ﬁnal	  values.	  At	  	  
t	  =	  0−,	  the	  circuit	  is	  at	  steady	  state.	  The	  
switch	  is	  open,	  the	  equivalent	  circuit	  is	  
shown	  in	  (a).	  It	  is	  evident	  from	  the	  ﬁgure	  that	  
(a)	  
At	  t	  =	  0+,	  the	  switch	  is	  closed;	  the	  equivalent	  circuit	  is	  in	  (b).	  By	  the	  conLnuity	  of	  
capacitor	  voltage	  and	  inductor	  current,	  we	  know	  that	  
(b)	  
To	  get	  dv(0+)/dt	  ,	  we	  use	  C	  dv/dt	  =	  iC	  or	  dv/dt	  =	  iC/C.	  Applying	  KCL	  at	  node	  a	  in	  (b),	  
The	  ﬁnal	  values	  are	  obtained	  when	  the	  inductor	  is	  replaced	  by	  a	  short	  circuit	  
and	  the	  capacitor	  by	  an	  open	  circuit	  in	  (b),	  giving	  
Next,	  we	  obtain	  the	  natural	  response	  for	  t	  >	  0.	  By	  turning	  oﬀ	  the	  12-­‐V	  voltage	  
source,	  we	  have	  the	  circuit	  below.	  Applying	  KCL	  at	  node	  a	  gives	  
or	  
Since	  we	  are	  interested	  in	  v	  for	  the	  moment,	  we	  subsLtute	  i	  to	  get	  
From	  this,	  we	  obtain	  the	  characterisLc	  equaLon	  as	  
We	  now	  determine	  A	  and	  B	  using	  the	  iniLal	  values.	  SubsLtuLng	  v(0)	  =	  12	  into	  
the	  last	  equaLon	  at	  t	  =	  0	  gives	  
Taking	  the	  derivaLve	  of	  v	  
	  
	  
SubsLtuLng	  dv(0+)/dt	  =	  -­‐12V	  at	  t=0	  gives:	  
Now	  we	  can	  solve	  for	  A	  and	  B:	  
So	  that	  the	  complete	  response	  becomes:	  
From	  v,	  we	  can	  obtain	  other	  quanLLes	  of	  interest	  by	  referring	  to	  Fig.	  (b).	  	  
To	  obtain	  i,	  for	  example,	  
PracLce	  problem	  
Example	  
Find	  vo(t)	  for	  t	  >	  0	  in	  the	  circuit	  
Solu/on:	  
This	  is	  an	  example	  of	  a	  second-­‐order	  circuit	  
with	  two	  inductors.	  We	  ﬁrst	  obtain	  the	  
mesh	  currents	  i1	  and	  i2,	  which	  happen	  to	  be	  
the	  currents	  through	  the	  inductors.	  We	  
need	  to	  obtain	  the	  iniLal	  and	  ﬁnal	  values	  of	  
these	  currents.	  
For	  t	  <	  0,	  7u(t)	  =	  0,	  so	  that	  i1(0−)	  =	  0	  
=	  i2(0−).	  For	  t	  >	  0,	  7u(t)	  =	  7,	  so	  that	  
the	  equivalent	  circuit	  is	  as	  shown	  




Applying	  KVL	  to	  the	  le`	  loop	  in	  (a)	  at	  t	  =	  0+,	  
or	  
As	  t	  →	  ∞,	  the	  circuit	  reaches	  steady	  state,	  
and	  the	  inductors	  can	  be	  replaced	  by	  
short	  circuits,	  as	  shown	  in	  (b).	  From	  this	  
ﬁgure,	  
Next,	  we	  obtain	  the	  natural	  responses	  by	  
removing	  the	  voltage	  source,	  as	  shown	  in	  (c).	  
Applying	  KVL	  to	  the	  two	  meshes	  yields	  
(c)	  
SubsLtuLng	  expression	  for	  i2	  in	  ﬁrst	  equaLon	  into	  second	  equaLon:	  
Put	  together	  for	  the	  complete	  response:	  
We	  ﬁnally	  obtain	  A	  and	  B	  from	  the	  iniLal	  values.	  From 	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  we	  get	  
Taking	  the	  derivaLve	  of	  the	  complete	  response,	  selng	  t	  =	  0	  in	  the	  
derivaLve,	  and	  enforcing	  iniLal	  condiLon	  of	  the	  derivaLve,	  we	  obtain	  
Solve	  to	  get	  
We	  now	  obtain	  i2	  from	  i1.	  Applying	  KVL	  to	  the	  le`	  loop	  in	  (a)	  gives	  
SubsLtuLng	  into	  the	  above	  complete	  response	  for	  i1:	  
ConsulLng	  the	  original	  circuit,	  
	  
SubsLtuLng	  for	  i1	  and	  i2:	  
PRACTICE	  
PRACTICE	  
Second-­‐order	  Op	  Amp	  Circuits	  
•  An	  op	  amp	  circuit	  with	  two	  storage	  elements	  that	  cannot	  be	  
combined	  into	  a	  single	  equivalent	  element	  is	  second-­‐order.	  
Because	  inductors	  are	  bulky	  and	  heavy,	  they	  are	  rarely	  used	  
in	  pracLcal	  op	  amp	  circuits.	  For	  this	  reason,	  we	  will	  only	  
consider	  RC	  second-­‐order	  op	  amp	  circuits	  here.	  Such	  circuits	  
ﬁnd	  a	  wide	  range	  of	  applicaLons	  in	  devices	  such	  as	  ﬁlters	  and	  
oscillators.	  
•  The	  analysis	  of	  a	  second-­‐order	  op	  amp	  circuit	  follows	  the	  
same	  four	  steps	  given	  and	  demonstrated	  in	  the	  previous	  
secLon.	  
Example	  
In	  this	  op	  amp	  circuit,	  ﬁnd	  vo(t)	  
for	  t	  >	  0	  when	  vs	  =10u(t)	  mV.	  
Let	  R1	  =	  R2	  =	  10	  kΩ,	  C1	  =	  20	  μF,	  
and	  C2	  =	  100	  μF.	  
Solu/on:	  
Although	  we	  could	  follow	  the	  same	  four	  steps	  given	  in	  the	  previous	  secLon	  to	  
solve	  this	  problem,	  we	  will	  solve	  it	  a	  liole	  diﬀerently.	  Due	  to	  the	  voltage	  follower	  
conﬁguraLon,	  the	  voltage	  across	  C1	  is	  vo.	  Applying	  KCL	  at	  node	  1,	  
	  
	  
At	  node	  2,	  KCL	  gives	  
	  
But	  
We	  now	  try	  to	  eliminate	  v1	  and	  v2.	  SubsLtuLng	  in	  the	  last	  three	  equaLons	  yields	  
and	  we	  can	  subsLtute	   from	  node	  2	  KCL	  equaLon:	  
or	  
With	  the	  given	  values	  of	  R1,	  R2,	  C1,	  and	  C2,	  we	  get	  
To	  obtain	  the	  natural	  response,	  set	  vs	  =	  0,	  which	  is	  the	  same	  as	  turning	  oﬀ	  the	  
source.	  The	  characterisLc	  equaLon	  is	  
where	  A	  and	  B	  are	  unknown	  constants	  to	  be	  determined.	  
As	  t	  →	  ∞,	  the	  circuit	  reaches	  the	  steady-­‐state	  condiLon,	  and	  the	  capacitors	  can	  
be	  replaced	  by	  open	  circuits.	  Since	  no	  current	  ﬂows	  through	  C1	  and	  C2	  under	  
steady-­‐state	  condiLons	  and	  no	  current	  can	  enter	  the	  input	  terminals	  of	  the	  
ideal	  op	  amp,	  current	  does	  not	  ﬂow	  through	  R1	  and	  R2.	  Thus,	  
The	  forced	  response	  is	  then	  
	  
The	  complete	  response	  is	  
	  
To	  determine	  A	  and	  B,	  we	  need	  the	  iniLal	  condiLons.	  For	  t	  <	  0,	  vs	  =	  0,	  
so	  that	  
	  
For	  t	  >	  0,	  the	  source	  is	  operaLve.	  However,	  due	  to	  capacitor	  voltage	  
conLnuity,	  
	  
From	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  we	  have	  
and	  hence	  from	  our	  KCL	  equaLon	  at	  node	  2:	  




Thus	  A	  =	  −10	  and	  B	  =	  −5	  and	  the	  step	  response	  becomes	  
PracLce	  problem	  
